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0 引言

在现实生活中，统计对象的某些特性使得一些统计数

据往往难以准确的记录或收集。例如，在测量河流水位高

低时，会由于波浪使水位在一定范围内波动，而不是停留

在某个具体的数值上，样本数据具有一定的模糊性。在研

究对象的观测值具有模糊性时，模糊集理论成为重要的方

法。Zadeh(1965) 首次提出了模糊集理论[1]，Tanaka 等

(1982)在此基础上，提出了模糊数据回归问题。模糊回归

在许多领域得到了广泛的应用[2]。

国内外对模糊回归的研究包括对线性和非线性回归

模型的研究，总体上可分为三类：第一类是变量之间关系

是具有模糊性，即需求解的回归系数是模糊的；第二类是

因变量、自变量中的部分或者全部具有模糊性，即变量本

身具有模糊性；第三类是变量与系数均具有模糊性。由于

第三类较复杂，大多数研究集中在第一类和第二类。

第一类和第二类模糊回归问题是第三类模糊回归问

题的特殊情形，因此，探索更具一般性的模糊回归方法具

有重要意义。本文讨论第三类模糊回归问题的参数估计，

其变量与系数均具有模糊性的回归模型。

1 模糊回归模型

设因变量 Y͂ 为模糊变量，是某一组模糊自变量

x͂1, x͂2,..., x͂n 的函数，其中：f:ℝn →E ，Y͂i = f ( )x͂i1, x͂i2,..., x͂in ，

i 为观测值的编号，n 为因变量个数。对于模糊线性回归，

其目标是对下述模糊线性回归模型的模糊参数进行估计，

以使得回归得出的因变量值与样本观测值的“最匹配”：

Y͂i = β͂
̑
0 + β͂

̑
1 x͂i1 + β͂

̑
2 x͂i2 + ... + β͂

̑
n x͂in + ui (1)

非线性回归的目标是对下述模糊非线性模型的参数
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抽样总量估计值与真实值之间相差只有2.28，抽样方差只

有 22.94，而简单随机抽样估计量与真实值相差到达

23786，方差达到922136199。因此，无论是抽样估计结果

效率、抽样误差还是95%置信度条件下的区间估计，PPS

估计的效率均高于简单随机抽样。在实际调研分析过程

中，可以根据研究需要，充分既定利用条件，选用信度更高

的方法。
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真实值

PPS估计结果

简单随机估计
结果

均值估计量

8753.7

8753.64

9521

均值方差

—

0.02387

959559

均值区间估计

—

8753.64± 0.309

9521± 2 × 1960

总体估计量

271365

271362.72

295151

总体方差

—

22.94

922136199

总体区间估计

—

271362.72± 9.58

295151±60734

表5 全社会固定资产估计值及真实值
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进行估计：

Y͂i = β͂
̑
0e

β͂
̑
1 x͂i1 + β͂

̑
2 x͂i2 + ... + β͂

̑
n x͂in + ui (2)

模糊非线性回归模型可通过取对数转化为模糊线性

规划模型如下：

LnY͂i =Ln(β͂
̑
0) + β͂

̑
1 x͂i1 + β͂

̑
2 x͂i2 + ... + β͂

̑
n x͂in + ui (3)

模型(1)和(2)中，待估计的参数 β͂
̑
0, β͂
̑
1,..., β͂

̑
n 均为模糊

数。所谓“最匹配”实际上是对拟合效果的评价，目前尚无

统一的评价标准。

2 基于模拟退火算法的模糊回归参数估计

2.1 拟合效果的评价

拟合效果的评价与对模糊数距离的定义相关，文献[3]

提出了两个模糊数的贴近度的概念，并以平均贴近度最小

为目标进行参数估计。文献[4]将每一组的模糊输出与观测

值的误差定义为：ei = 12∑α ( )Y̑͂i
L
α - Y͂i

L
α

2

+ 12∑α ( )Y̑͂i
U
α - Y͂i

U
α

2

，

以总误差(所有误差之和)最小为目标进行参数估计。本文

认为误差也具有模糊性，单组误差产生的可能性将影响到

拟合的总误差，因此将与隶属度关联的总误差最小做为目

标来评价拟合效果。

设 β͂
̑
0, β͂
̑
1,..., β͂

̑
n 为参数的一组估计值，隶属度为 α 时，

其对应的拟合效果为：

é
ë
ê

ù
û
úEæ

è
ö
øβ͂

̑
1,..., β͂

̑
n

α
= é
ë
ê

ù
û
úEæ

è
ö
øβ͂

̑
1,..., β͂

̑
n

L

α
+ é
ë
ê

ù
û
úEæ

è
ö
øβ͂

̑
1,..., β͂

̑
n

U

α

= 12∑i=1
m ( )Y̑͂i

L
α - Y͂i

L
α

2

+ 12∑i=1
m ( )Y̑͂i

U
α - Y͂i

U
α

2

(4)

与隶属度关联的总误差可以表示为：

e= ∫
0

1
αé
ë
ê

ù
û
úEæ

è
ö
øβ͂

̑
1,..., β͂

̑
n

α
dα= 12∫0

1
α∑

i=1

m é

ë
ê

ù

û
ú( )Y̑͂i

L
α - Y͂i

L
α

2

+ ( )Y̑͂i
U
α - Y͂i

U
α

2

dα

(5)

为简化运算，将(8)式改写为离散形式并将样本值代

入，可得：

e= 12∑α
æ

è
çç

ö

ø
÷÷α∑

i=1

m é

ë
ê

ù

û
ú( )Y̑͂i

L
α - Y͂i

L
α

2

+ ( )Y̑͂i
U
α - Y͂i

U
α

2

= 12∑α
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷α∑

i=1

m é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úæ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

j=0

n

( )x͂ij × β͂j
L

α
- Y͂i

L
α

2

+
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

j=0

n

( )x͂ij × β͂j
U

α
- Y͂i

U
α

2

(6)

其中，

( )x͂ij × β͂j
L

α
=min( )[x͂ij]Lα [β͂j]Lα,[x͂ij]Lα [β͂j]Uα,[x͂ij]Uα [β͂j]Lα,[x͂ij]Uα [β͂j]Uα

( )x͂ij × β͂j
U

α
=max( )[x͂ij]Lα [β͂j]Lα,[x͂ij]Lα [β͂j]Uα,[x͂ij]Uα [β͂j]Lα,[x͂ij]Uα [β͂j]Uα

2.2 算法设计

式(6)的最小值是一个无约束二次函数最值问题，但由

于模糊运算的复杂性，无法直接求出其最优解。采用启发

式算法进行求解成为重要思路，模拟退火算法具有对初始

可行解要求低，通过Metropolis接受准则避免陷入局部最

优等优点[5]，本文对传统模拟退火算法进行改进以获得最

佳的参数估计值。

(1) 算法流程。参数估计的模拟退火算法具体步骤

为：

① 获取一个初始可行解 x0 = æ
è

ö
øβ͂

̑
0, β͂
̑
1,..., β͂

̑
n ，设定初

始温度 t0 ，令当前解 xi = x0 ，当前迭代步数 k=0，当前温

度 tk = t0 。
②若在该温度达到内循环停止条件，则转第③步；否

则，从邻域 N(xi)中随机选择一个邻解 xj ，并计算两个解

对应的拟合效果之差 ΔEij =E(xj) -E(xi)。若 ΔEij ≤0，

则 xi = xj ；否则，若 exp(-ΔEij/t) > rand(0,1) ( rand(0,1)

表示一个0到1之间的均匀随机数)，则 xi = xj ，重复第②

步。

③ k= k+1，tk+1 = y(tk) (温度控制函数)，若满足终止

条件，转第④步；否则，转第（2）步。

④输出计算结果，算法停止。

内循环为第②步，它表示在同一个温度下进行随机搜

索。外循环主要包括第③步的温度下降变化，迭代步数的

增加和停止准则。

(2) 初始解的构造。为获得初始解，本文用所有模糊

样本的左边界、右边界、以及隶属度为1时的样本取值分

别进行回归，将各参数的回归系数中的最小值作为模糊系

数的左边界，最大值作为模糊系数的右边界，中间值作为

模糊系数隶属度为1时的值。

(3) 邻域操作。为获得更优的解，设计了多层次邻域

操作方法。以三角模糊数为例，各参数的形式为

β͂i = ( )β͂iL, β͂iM, β͂iR 。首先，随机选取 N= é
ë
ê

ù
û
ú

n+1
2 个系数作

为需要调整的对象；其次，N 个对象分别随机选定 β͂iL ，

β͂iM ，β͂iR 中的一个作为要调整的部分；最后，确定需要调

整的幅度：若调整 β͂iL ，则调整的幅度为 β͂iM - β͂iL

K ，否则，

调整幅度为 β͂iR - β͂iM

K 。其中，K 的取值与 β͂iM - β͂iL 的数

量级相关，K 由小到大依次确定解的粗调整、二次调整和

微调整的幅度。可根据试探性运算的结果，确定 k1 值，使

得当连续 k1次目标函数值得不到改善时，改变 K 的取值，

进入下一层邻域操作。其他类型的模糊数同样可按此思

路进行多层次邻域操作。

(4) 终止准则与结果输出。采用双终止准则，第一，完

成三层邻域操作后，仍然出现了连续 k2 次目标函数值得

不到改善，则终止程序，输出结果；第二，温度 t 下降到预

先设定的某个值，则终止程序，输出结果。为获得该次运

算的最优结果，在外循环中增加变量记录每次目标函数得

到了改进的解。

3 算例及结果分析
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3.1 算例分析

为了说明拟合效果评价方法与求

解算法的有效性，采用文献[6]的算例作

为模糊线性回归算例，对文献[4]的模糊

非线性规划算例的自变量模糊化，作为

模糊非线性回归算例。

3.1.1 线性回归算例

文献[6]设计的算例具有一个模糊因变量和两个模糊自

变量，共有15对样本。采用本文的算法求解时，算法参数

的设定对结果的优劣有一定的影响，本文通过多次调整和

运算来获取相对最佳参数，对模拟退火算法参数设定如

下：马尔科夫链长度取200，初始温度取100，衰减因子为

0.98。 K 值依次取 500、1000、1500。初始解取：x0 =

(( )3.0450,3.6524,4.0531 ,( )0.4937,0.4970,0.4986 ,(0.0089,
))0.0092,0.0097 。求解得到的模糊线性回归方程为如下：

Y͂i = ( )3.3511,3.6913,3.8762 + ( )0.4957,0.4973,0.4982
x͂i1 + ( )0.0091,0.0092,0.0094 x͂i2 (7)

图1为退火过程，图2对拟合值与样本值进行了比较。

图1 算例1的退火图

图2算例1的样本值与拟合值比较

3.1.2 非线性回归算例

对文献[4]的模糊非线性规划算例的自变量进行模糊

化，得到模糊非线性回归样本值如表2。

i

1

2

3

4

5

Y͂i

128

164

300

340

400

139

190

340

376

470

158

240

358

400

585

x͂i1

0.4

1.8

2.6

3.7

4.5

1

2

3

4

5

1.6

2.3

3.4

4.4

5.5

表2 模糊非线性回归样本值

调用模拟退火算法，马尔科夫链长度取200，初始温度

取100，衰减因子为0.98。 K 值依次取100、500、1000。分

别对左边界、中间值和右边界进行非线性回归，得到初始

解：x0 = ((118.6336,124.0292, )125.8052 ,(0.2679,0.2705,0.2895)) 。
求解得到的模糊线性回归方程如下：

Y͂i = ( )98.8741,109.0108,123.5765 e( )0.3009,0.3068,0.3131 x͂i1 (8)

图3对拟合值与样本值进行了比较。

图3 算例2的样本值与拟合值比较

3.2 比较分析

本文采用 Tanaka 等 (1989)、Kao 等 (2003)、Mosleh 等

(2010)共同用来说明各自模糊回归方法的算例进行比较分

析[4,7,8]。算例与计算结果见表3。

Tanaka等(1989)的最终回归方程为：

Y͂T = (0,3.850,7.700)+ 2.100x͂1 (9)

Kao等(2003) 的最终回归方程为：

Y͂K = (2.606,4.926,7.246)+ 1.718x͂1 (10)

Mosleh等(2010) 采用神经网络方法获得的最终回归

方程为：

Y͂M = (3.1100,4.9499,6.7898)+(1.5500,1.7100,1.8701)x͂1 (11)

本文的最终回归方程为：

Y͂SA = (3.2176,4.7118,6.7813)+(1.5283; 1.7814; 1.8643)x͂1 (12)

各种方法的拟合效果比较见图4。

图4 Tanaka方法、Kao方法、Mosleh方法与SA方法的拟合效果

从图4可以看出，基于多层次邻域操作的模拟退火算

法的模糊回归方法拟合效果要优于Tanaka等(1989)、Kao

等(2003)的方法，非常接近Mosleh等(2010)的方法。Mosleh

i

1

2

3

4

5

总离差

x͂i1

(1,1,1)

(2,2,2)

(3,3,3)

(4,4,4)

(5,5,5)

Y͂i

(6.2,8, 9.8)

(4.2,6.4,8.6)

(6.9,9.5,12.1)

(10.9,13.5,16.1)

(10.6,13,15.4)

误差1(文献[17]的评价标准)

Tanaka

62.4071

40.4291

10.6631

23.2031

28.1421

164.8446

Kao

21.2671

42.3993

4.0022

32.1667

2.9535

102.7888

Mosleh

19.9077

42.6939

4.0018

32.2204

2.9723

101.7962

SA

21.8621

41.1564

3.9823

31.4643

3.5364

102.0015

误差2(本文的评价标准)

Tanaka

26.5808

17.2198

3.6128

9.8828

11.7583

69.0546

Kao

10.3361

21.1838

1.9149

15.9971

1.4697

50.9016

Mosleh

9.91

21.3448

1.9145

16.0952

1.4224

50.6869

SA

11.5327

20.0712

1.8419

15.5126

1.8808

50.8392

表3 不同模糊回归方法的比较
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等(2010)是通过构造模糊神经网络，采用的梯度下降法进

行求解的，虽然其结果较好，但其计算过程只适用于三角

模糊数以及输入为精确数的模糊回归模型。而本文的方

法可在获得近似最优解的前提下，处理各种类型的模糊数

据以及输入、输出和系数均为模糊数的回归模型。

4 结论

模糊回归分析是分析模糊数据之间关系的一种有效

方法，其在处理一些无法获得精确数，只能得到可能性数

据的对象时发挥了重要作用。本文考虑了模糊数据的回

归中不同隶属度下误差的模糊性，认为不同隶属度下的误

差对总误差的贡献不同，提出了与隶属度关联的拟合效果

评价方法。从启发式算法入手，采用模拟退火算法并进行

相应的改进，达到了在获得近似最优解的前提下，克服了

以往仅考虑系数和变量中的一种具有模糊性的局限性，给

出了能处理各类模糊观测值以及系数和变量均具模糊性

的线性和非线性回归模型的启发式求解思路。对拟合系

数显著性的检验、模糊回归与时间序列分析的融合以及模

糊样条回归方法等是模糊回归的进一步研究方向。
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一类基于交叉熵的区间直觉
模糊多属性群决策的新方法
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摘 要：针对决策信息为区间直觉模糊数且属性和专家权重完全未知的多属性群决策问题，文章提出了一
类新的基于交叉熵的群决策方法。引入两个直觉模糊集交叉熵的概念，并以交叉熵作为决策信息的差异程度
的度量，从而提出了多属性群决策中确定属性权重和专家权重的方法。文中给出了基于交叉熵原理的区间直
觉模糊多属性群决策方法的计算步骤。
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0 引言

多属性群决策问题即利用多个决策者给出的决策信

息对一组备选方案进行排序和择优的具体过程，是现代决

策科学的重要组成部分，已被广泛的应用于社会学、经济

学、管理学等领域。群决策过程中，专家针对具体的属性

对方案进行的评价是方案最终结果优劣的关键。由于不

同专家的知识结构、个人偏好以及对方案和属性的了解程

度不一，所做评价的结果也会存在很大差异，因而如何选

取适当的权重也成为决策的关键。基于区间直觉模糊信

息的群决策问题方面，目前研究相对较少。徐泽水等[1]提

出区间直觉模糊偏好信息的有序加权集成算子和混合集

成算子，通过引入得分矩阵和精确矩阵，并基于集成算子

给出了相应的群决策方法.卫贵武[2]提出直觉模糊诱导几

何集成算子，并应用于MAGDM问题中，同时将其方法拓
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